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zufall 1 : Zufallszahlen

zufall 2 : Verteilung der Augen beim Würfeln

zufall 3 : Bernoulli-Kette

zufall 4 : Geburtstage   (ähnlich wie Zufall 1)

Fraktale sind selbstähnliche, zerbrochene Muster

Schöne Fraktale unter: www.fractSurf.de

fraktal : Apfelmännchen; Mandelbrot

fraktal : Julia-Menge

Chemie-Versuch: dendritisches Wachstum von Zink

fraktal : Dendrit

fraktal : Kochkurve

fraktal : Halbrech

fraktal : Sierpinski-Dreieck

fraktal : Drachen

fraktal : Bifurkation

                                            Zufall, Fraktal
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Aufgabe

1. Erstelle eine Liste mit 40 Zufallszahlen (random).

2. Bestimme die Häufigkeit der Laufzahl in den Zufallszahlen.

3. In der Formel für die Berechnung der Zufallszahlen werden die Parameter geändert. Erstelle eine Liste der nun erhaltenen Zufallszahlen.

Form erstellen

6 mal Memo einfügen

Methoden
procedure TForm1.ZUFALL_1 (a, x: byte);     // (a) Zahlen ; random ( X )

var i, zuf: byte;

begin

     memo1.lines.add(' nr');

     memo2.lines.add(' zufall');

     randomize;

     for i:= 1 to a do begin

          zuf:= random (X)+1;           // zuf -Zahl machen

          memo1.lines.add (format('%3.2d',[i]));

          memo2.lines.add (intTostr(zuf));

     end;

end;

procedure TForm1.WIE_OFT ( a: byte);

var i, k: byte;

    oft: array [1..100] of integer;

    menge: set of byte;

begin

     memo3.lines.add(' zufall     oft');

     menge:= [];

     for i:= 1 to a do begin

          menge:= menge + [strToint(memo2.lines[i])];   // zuf -Menge füllen

          oft [i]:= 0;                                 // Werte auf Null setzen

     end;

     for i:= 1 to a do begin

  // ist i in der Menge, d.h. ist die Zuf- Zahl in der menge

         if i in menge then begin  

             for k:= 1 to a do      // alle Zahlen durchgehen

                 if (i = strToint(memo2.lines[k]))  then inc (oft[i]);

         end;

         memo3.lines.add (format('%3.2d',[i]) + format('%10.0d',[oft[i]]));

     end;

end;

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

begin

     ZUFALL_1 (40, 40);       // 40 Zahlen;  random (40)

     WIE_OFT (40);             // jede der 40 Zahlen vorkommt

end;

Ergebnis:

1. Die sogenannten Zufallszahlen sind nicht zufällig, sie werden berechnet.

2. Der Taschenrechner TR 30 verwendet für die Zufallszahlen folgende Formel 

       r:= (r* 24298  + 99991) mod 199017

3. allgemeine Formel          r:= (r * a + x) mod y

4. Wir verändern a, x und y  zu

5. r:= ( r * 291 +173) mod 40 und erhalten die Zufallszahlen in Spalte 4. Man sieht, die Reihe ist endlich und wiederholt sich. Andere Faktoren in der Formel führen zu ähnlichen Ergebnissen.
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Aufgabe

Würfle 100 mal und bestimme die Verteilung der Zahlen
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Aufgabe

Eine Münze wird so lange geworfen, bis in einer Serie eine Folge von n >= 6 Würfen ohne Seitenwechsel stattfindet. Die Folge bezeichnet man als Bernoulli-Kette.

1) Gib die Serien aus.

2) Nenne die Anzahl der Versuche.

Form erstellen

Methoden
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Die Wahrscheinlichkeit, daß 2 Personen gleichen Geburtstag haben ist:

                  365 !

P(n) = 1 - ------------

                 365* n)! * 365n
das heißt

	n
	10
	20
	30
	40
	50

	P(n)
	0,117
	0,411
	0,706
	0,891
	0,97


Aufgabe

1) Erzeuge Geburtstage und Geburtsmonate per Zufall

2) Gib die Zahlen aus.

3) Überprüfe in der Liste welche Personen den gleichen Tag und das gleiche Monat haben.

Form erstellen

Methoden

procedure geburtstag;

const max = 40;

var tag, monat: array [1..max] of integer;

    i, j, k: integer;

begin

     randomize;

     form1.StringGrid1.rowCount:= max;

     form1.stringGrid1.cells[0,0]:= 'Geb.Tag';

     form1.stringGrid1.cells[1,0]:= 'Geb.Monat';

     form1.stringGrid1.cells[2,0]:= 'gleicher Tag';

     form1.stringGrid1.cells[3,0]:= 'gleiches Monat';

     for i:= 1 to max do begin           // col und row zählen ab NULL

         tag[i]:= random(30) +1;

         form1.stringGrid1.cells[0,i]:= intTostr(tag[i]);    // spalte, zeile

         monat[i]:= random(12) +1;

         form1.StringGrid1.cells[1,i]:= intTostr(monat[i]);

     end;

     k:= 1;

     for i:= 1 to max do begin

         j:= 1;

         while j < max do begin

             if j= i then j:= j+ 1;

             if (tag[i] = tag[j]) and (monat[i] = monat[j]) then begin

                form1.stringGrid1.cells[2,k]:= intTostr(tag[i]);

                form1.StringGrid1.cells[3,k]:= intTostr(monat[i]);

                k:= k+ 1;

             end;

             j:= j+ 1;

         end;

     end;

end;

Fraktale sind Linien oder Flächen, die bei wachsender Vergrößerung selbstähnlich bleiben, d.h. immer wieder die selben Merkmale zeigen. Bekannte Beispiele sind: Baum, Farn, Apfelmännchen, Julia-Menge.

[image: image5.png]Wert, a

Wert, b

delta

[20

5

0.005

Start





Das Apfelmännchen

... wird auch Mandelbrot-Menge genannt nach dem Mathematiker B. Mandelbrot. Er hat gezeigt, daß eine Zahlenfolge von komplexen Zahlen mit solchen Fraktalen in Beziehung steht. 

Für eine komplexe Zahl  C = a + b*j

mit den Werten C = -2 -1.5 *j

entwickeln wir die Zahlenfolge

Zn+1 = Zn * Zn + C   

Z1 = Zo * Zo + C     ;   mit Zo = 0

     = 0 * 0 + ( -2 -1,5*j)

     = -2 -1,5*j

Z2 = Z1 * Z1 + C 

     = ( -2 - 1,5*j)2  + ( -2 -1,5*j)

     = ( 4 + 6*j + 2,25*j2 ) + ( -2 -1,5*j)

     = -0,25 + 4,5*j

Z3 = Z2 * Z2 + C 

     = (-0,25 + 4,5*j )2  + (-2 -1,5*j )

     = (0,0625 - 2,25*j + 20,25*j2) + ( -2 -1,5*j)

     = -22,1875 -3,75*j

Man sagt, die Folge konvergiert, wenn sie nach n Schritten einen willkürlichen Grenzwert nicht überschritten hat.
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Um den Punkt  Zn  zu zeichnen betrachtet man seine Koordinaten x und y*j. 

Zn = (x + y*j)                      

Zn+1 = Zn * Zn + C   

Zn+1 = ( xn + yn *j) * ( xn + yn *j) + ( a + b *j)
        = (x2 + 2 xy *j - y2 ) + (a + b*j)

       = (x2 - y2  +a) + (2xy + b) *j

Man trennt in Realteil und Imaginärteil und erhält so die Koordinaten

Zn+1 = (x2 - y2  +a) ; (2xy + b)    

Für den Ortsvektor (xx)   von  Zn  gilt

xx2 = x2  + y2 

Im Programm gehen wir davon aus, dass der Punkt bei 100 Iterationen den Kreis mit Radius 2 noch nicht verlassen hat. Der Punkt gehört dann zur Mandelbrot-menge und wird schwarz gefärbt.

Verlässt ein Punkt bereits nach weniger als 100 Iterationen den Kreis, so wird er in Abhängigkeit von n in einer anderen Farbe eingefärbt.

Strebt ein Punkt gegen unendlich, so wird er verworfen.

Gute Werte sind

a      :
-2,3 ... 0,6

b      :
-1,3 ... +1,3

delta :
0,005

das Delphi-Programm

// die Zeichen-Komponente    /System /paintBox1

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

var  a, b, delta: real;                     // die werte in den edits

     x, y, xn: single;                      // xn für den nächsten Z Wert

     i, k, zaehler: integer;

begin

    a:= strtoFloat(edit1.text);             // Wert, a

    b:= strtoFloat(edit2.text);             // Wert, b

    delta:= strtoFloat(edit3.text);         // Schrittweite

    for i:=1 to paintbox1.width do begin    // für alle Punkte in der paintBox1 

          b:= strtoFloat(edit2.text);

          for k:=1 to paintBox1.height do begin

               x:= 0;

               y:= 0;

             zaehler:= 0;

// die Zahlenfolge für die Werte n= 0 ... 100  berechnen

// der Ortsvektor des Punktes  C  ist kleiner als ein willkürlicher Grenzwert =2

// Zn+1 = (x2 - y2  +a) ; (2xy + b)

             while (zaehler < 100) and (sqrt (x*x + y*y) < 2) do begin

                 inc (zaehler);

                 xn:= x*x - y*y + a;

                 y:= 2*x*y + b;

                 x:= xn;

             end;

             case zaehler of

                   0..9 : paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clRed;

                10..19: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clGreen;

                20..29: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clOlive;

                30..39: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clNavy;

                40..49: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clYellow;

                50..59: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clTeal;

                60..69: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clGray;

                70..79: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clSilver;

                80..89: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clAqua;

                90..99: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clLime;

              100..200: paintBox1.canvas.Pixels[i,k]:= clBlack;

             end;

             b:= b+ delta;  // der nächste Wert in der komplexen Ebene

        end;

        a:= a+ delta;       // der nächste Wert in der komplexen Ebene

    end;

end;

END.
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Die Julia-Menge

Formel

Z1 = Zo + (Z0)2
Z2 = Z1 +  (Z0)2
Z3 = Z2 + (Z0)2
Der französische Mathematiker Gaston Julia hat zu Beginn des 20. Jahrhunderts eine Menge von komplexen Zahlen untersucht. Diese komplexen Zahlen haben die Eigenschaft, dass sie bei der Iteration 
Z(n+1) = Z(n) +  (Z0)2 
konvergieren. Stellt man die komplexen Zahlen, die diese Eigenschaft aufweisen, farblich dar, so erhält man komplizierte Flächenmuster, deren Gestalt von der Wahl der Konstanten c abhängt. Man kann sich leicht davon überzeugen, dass eine geringfügig anders gewählte Konstante c zu einer deutlich anderen Julia-Menge führt.

Ist ein Punkt Element der Julia-Menge, wird er schwarz eingefärbt.

Strebt ein Punkt der Julia-Menge bei der Iteration gegen Unendlich wird er danach eingefärbt, wie "rasch" er den Kreis mit Radius 2 verlässt - auf diese Weise erscheinen die Punkte in der näheren Umgebung der Julia-Menge farbig.

Gute Werte bei ganzer Bildschirmsgröße sind:

	
	Bild 1
	Bild 2
	
	

	
	-0,8
	-0,775
	
	

	
	-0,11
	-0,1
	
	

	x, links
	-2
	-1
	
	

	y, oben
	-1
	-1
	
	

	delta
	0,005
	0,0025
	
	


Aufgabe

1. Man informiere sich im Buch über dieses Thema.

2. Man schreibe das Programm

procedure TForm1.FormCreate(Sender: TObject);

begin

     paintBox1.width:= form1.width -200;     

     paintBox1.height:= form1.height -80;

     paintbox1.canvas.pen.color:=clRed;

     paintbox1.canvas.brush.color:=clWhite;

end;

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

var a, b,k ,delta: real;

    x, y, x1, y1, xx: real;

    s, z, zaehler: integer;

begin

  a:= StrtoFloat (edit1.text);     // diese Werte setzen die Bildeigenschaft

  b:= StrtoFloat (edit2.text);

  x:= StrtoFloat (edit3.text);  // diese Werte legen die Lage des Bildes fest

  y:= StrtoFloat (edit4.text);

  delta:= StrtoFloat (edit5.text);

  for s:= 1 to paintBox1.width do begin

       for z:= 1 to paintBox1.height do begin

         x1:= x;

         y1:= y;

         zaehler:= 0;

         while (zaehler < 100) and (sqrt (x1* x1 + y1* y1) < 2) do begin

            inc (zaehler);

            xx:= x1* x1 - y1* y1 + a;

            y1:= 2* x1* y1 + b;

            x1:= xx;

         end;

         case zaehler of

               0..9: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clRed;

           10..19: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clLime;

           20..29: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clGreen;

           30..39: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clOlive;

           40..49: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clFuchsia;

           50..59: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clBlack;

           60..69: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clPurple;

           70..79: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clTeal;

           80..89: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clNavy;

           90..99: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clAqua;

         100..200: paintbox1.canvas.Pixels[s,z]:= clYellow;

         end;

         y:= y+ delta;

      end;

      x:= x+ delta;

  end;

end;

Versuch: dendritisches Wachstum von Zink
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Man baut den Versuch auf. 

Das Zn-Blech bildet eine Ringanode, das Butylacetat schützt den entstehenden Zn-Baum vor Oxidation.

Eine 0,5 mm dicke Bleistiftmine wird ganz flach abgeschliffen. Sie bildet die Kathode.

Lit: M. Matsushita

The Fractal Approach to Heterogeneous Chemistry
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Aufgabe:  Kochkurve

Zeichne die Kochkurven für verschiedene Rekursionstiefen.

procedure tForm1.KOCH ( strecke, winkel, min: single);

begin

     if strecke > min then begin

          koch (strecke/3, winkel, min);

          LEFT (winkel);

          koch (strecke/3, winkel, min);

          LEFT (-2* winkel);

          koch (strecke/3, winkel, min);

          LEFT (winkel);

          koch (strecke/3, winkel, min);

     end

     else      LINIE (strecke);

end;

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);        // Bild 1

begin

     LEFT (0);                                // damit es waagrecht beginnt

     canvas.moveTo (100, 3);         // startpunkt

     KOCH ( 300, 60, 300);            // seitenlänge, drehwinkel, min.-länge

end;

procedure TForm1.Button2Click(Sender: TObject);        // Bild 2

begin       LEFT (0);     canvas.moveTo (100, 150);     KOCH ( 300, 60, 100);

end;

procedure TForm1.Button3Click(Sender: TObject);        // Bild 3

begin

       LEFT (0);

       canvas.moveTo (100, 250);     KOCH ( 300, 60, 50);

end;

procedure TForm1.Button4Click(Sender: TObject);        // Bild 4

begin    

       LEFT (0);    

       canvas.moveTo (100, 350);     KOCH ( 300, 60, 30);

end;

Ein wenig Mathematik zum Thema Kochkurve
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Es gilt:

Die Grundseite (a) wird gedrittelt. Es entstehen 4 neue Grundseiten mit der Länge 1/3 * a. 

Dieses Prinzip setz sich fort.

Für den Umfang der Figur gilt

U1 = 3 * (a)

U2 = 3 * (4 * 1/3 *a) = 4 * a

U3 = 3 * (4 * (4 * 1/3 * 1/3 * a)) = 5 1/3 * a

Die Fläche von Dreieck (A1) ist

A1 = 1/2 * a * h = 1/2 * a * (1/2 *a* √3)

     = 1/4 *a2 *√ 3

Bei der nächsten Teilung kommen 3 Dreiecke mit 1/3 a und 1/3 *h hinzu. Es gilt

A2 = A1 + 3 kleine Dreiecke 

     = A1 + 3 * (1/2 * 1/3 * (1/2 * 1/3 * √3))

     = A1 + 3/36 √ 3

     = A1 + 1/12 √ 3

	n
	Seitenlänge

= a
	Anzahl der Seiten
	Umfang von Dreieck
	Fläche von Dreieck

	0
	1
	3
	3
	

	1
	1/3
	12
	4
	

	2
	1/9
	48
	5 1/3
	

	3
	1/27
	192
	7 1/9
	

	4
	1/81
	768
	9 13/27
	

	
	
	
	U (n)

= U (n-1) * 4/3
	A (n) 

  = A (n-1) *1/12* √ 3
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Aufgabe

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

const x1= 300; y1= 50;  x2= 100; y2= 300;  x3= 500; y3= 300;

   // das große Dreieck hat die Koordinaten ; S1( x1, y1) ;  S2( x2, y2) ; 

        S3( x3, y3)

var i, n, a, b: integer;

begin

     a:= 400;    b:= 300;   // Koordinaten von Spielpunkt

     randomize;

     for i:= 1 to 50000 do begin

         n:= random (3) +1;          // die zufällig bestimmte Ecke

         case n of

            1: begin

                  a:= round (1/2 * (x1 + a));

                  b:= round (1/2 * (y1 + b));

               end;

            2: begin

                  a:= round (1/2 * (x2 + a));

                  b:= round (1/2 * (y2 + b));

               end;

            3: begin

                  a:= round (1/2 * (x3 + a));

                  b:= round (1/2 * (y3 + b));

               end;

         end;  // of case

         canvas.Pixels [a, b]:= clBlack;

     end;

end;
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Aufgabe:  Halbrech 

procedure tForm1.LINIE ( strecke: real);  // seitenlänge

var Xneu, Yneu: integer;

begin

     Xneu:= canvas.penpos.x + round (cos (winkel* PI /180) * strecke);

     Yneu:= canvas.penpos.y - round (sin (winkel* PI /180) * strecke);

     canvas.lineTo ( Xneu, Yneu);

end;

procedure tForm1.LEFT (w: integer);

begin

     winkel := winkel + w;

end;

procedure tForm1.HALBRECH ( strecke, min: real);

begin

       if strecke > min then begin

            HALBRECH ( strecke /2, min);

            LEFT (90);

            HALBRECH ( strecke /2.5, min);

            LEFT (180);

            HALBRECH ( strecke /2.5, min);

            LEFT (90);

            HALBRECH ( strecke /2, min);

       end

      else LINIE (strecke);

end;

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

begin

    LEFT (0);                               //  damit es waagrecht beginnt

    canvas. moveTo (50, 250);

    HALBRECH ( 500, 5);

end;

Aufgabe:  Drachen
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Aufgabe: Bifurkation

Methoden

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

var i, k: integer;

        n, g, s, dx: extended;

begin

     n:= 1;                     // Anzahl

     g:= 2.1;                  // Geburtsrate nur im Bereich 2,0 - 2,5 gut

     s:= 0.02;                // Sterberate

     dx:= 5.0;                // um die x-Werte breiter zu machen

     k:= 1;

     while k < 580 do begin

        for i:= 1 to 10000 do begin

            n:= n + ( g - s * n )* n ;  

// bei jedem Durchgang wird die Anzahl berechnet

            if i mod 50 = 0 then 

                   canvas.pixels [ round (n * dx), form1.height -k ] := clBlack;

        end;

        g:= g + 0.001;         // Zunahme der Geburtsrate

        n:= 1;                     // Anzahl wieder auf 1 setzen

        inc (k);                    // neuer Durchgang

    end;  // k

end;
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